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cimension finie. Réduction d'un espace vectoriel en
dimenwion Finle. Applications.

Rombaldi

Dons fo suite de Do fegon, on considsre € un @pace veckoued wi un  coype COMMY-
tatif it awec dim E = n € IN*. On tonsidéreta. de plus un enclomerphisme U € L(E).

I. Généranites v la payndmes d’ endomgphisime

1S

P(X)= 2 aix'

120

Définihon 1.1 Saient u € L(E) et € IKLX1 On déa':init
W

glewy Pu) comme I' endlomerphisme de E de{'?:in‘u pou Pany = /-‘ aiut o
iz o
po i €ECLa,kl, ut =z uo...0u.
St il
T

Definitien 1.2 On note KLUl B s -alggbre de L (E) constihid ot polynBmer de u
ie. KLul = §Pany | PE KIXT}

Remaagque 1.3 & oJS%b:xe KLu] exr mmutabve ¢ L(E) &am de dimension n’,on
a oim(KELul) € nt.

K .
Difinifion 1.4 ot A € M, (K), pos P = 2. ;X' , on d{a;mit P(A) =
1Ze
Gn nate IKLAT Do _squ - clg@le e b% ) ensendx:( po A.

P\ .
2_a; A"

=

ﬂemcuque. 15 On 'ue’rv‘jie Tocdlemeut que & A€ L/% (IK) awt (a matrice de U

€ L&) donw une se D alew P(A) et b metvice de Pu) dong J3.

Derinition 1.6 Un polynBme ennilatens de u € L(E) et un Polyname PE KX
el qua Pw) = O.

Rerhcque 2.3 v apace LE) &unt de cimensice. J:inic, ol endluc epliisme acduet
in polynBme annulateys .

Dfinion 1.8 On o un  maplieme Surgechz. oy IKEXD s kLU, P — Pa,
Alow I, L'ensewcble dex Fg\.snﬂmex annulatewss de u , eh tant Que noyau
de (p ez Un id3al de IALX] PJ'I'HUPQQ. On de’&:l'nit, My, i polyname munimal

oo u, towwme le géne’ro:tm unitaize de Iy.

Exemples 1 .9
P - z a "N
vAeit 4 une gymétrie alow X' -1 et un pdynBme annulatews et T = X -
* dait poun }uojecteux alow X~ X exz un polynome annuiatess de p u,x,—,,.—.xz-x

+ Lunique endaw~grplieme admettart aX +b cowiuie polynme onnulatenx avec 340
ext ' homothitie de agpped -a™'b

Remosque 1.10 En dimension infinie, il exisk des endomenphuieme qui n' admettem pout
de PolynBme cumdatena now wil. (eemple . o diyation uguslle)

Poposition 1.11, LU endomeplusme de L(E) ot nilpoter & et tolement o'l udmiet
un menéme pous polyndme minimad.

Theowéme 1.12. L'etpace vectouel IK[ul er de ditmensiow e’g.me aw degm’ompiyﬂ&ne
annufectens T, ,

Theowéme 1.13 Powr tout powyndpe annulotiur P de w, Spw) < P (io1) e dans
le cou poshocubier it poynme minimal, Sp) = T, (fo}).

Détinition 1.14  ©n ae'r'n;-f Lo polynbme caxockeristiie de u, no 74” , comme Eant
Fu = det (u~Xidg ) € IKLX].

?\txemple 1.15 e ) 10 (o)

st P= 2 g;x's x“

& et 2 wodrice L‘Qoufﬂ.%nov C(P) = '\\:\‘
alew

- n
= = (~1
W = ) = P

‘Thémméme 1.i6 LCayley ~ Hamitton Soit Fu o puynBme @socknistique de u € L(E),
alee %, (y) = O.

(ocliaite 1.13 Le pdynBme minimal clivise fe pelyrBme. casa deristique.

Remaaque 1.1 Le themiue de (ayley - Houulfton wows donne un moyen de coliauden

fen pauslonces de U & g L cor ol U ex inversible , de celoulex | in-
verse de u, u™! g K Cul.




I . Lex poiyn8mer d' endomenphismes au —ieaivice de Qo a€ducton

Lemme 2.1 [Lemme des noyc.,u.x] S@ent ¢ un ertien ,mpirie.w\. ow égod a q,
P ..., Pe cer polyndmen cle IKCXD deux & deux premiexs enfre eux et

P= Il P. Alou Ker Pauy =

=3

LA <
® Ker B .

1=4

1. Dmscnohso:tiou. cles endomoiphismes

Difinition 2.2 Un 2nolou~@plusme et dit diogonalisadsle '3l existe une bowe B

e E dans Leguelie .30 motTice et aiogenole.

Remanquie 2.3 Aubremert ait, un endlowpitsme est dhogomalisalle s *il existe ne
bose de
ASmme cirecke des  gous - eLpaed paomaes.

VeCTens PRACRXES PO cet enClomanplusme, i.e. 1 L' espace eax

Exempﬁ.e 2.4 5" u ey dicx&;no&isnbte €t admet une unique voleus prepxe alow u
ext une hom othetie.
" ThEcwi€me 2.5  Un encowerplilsme AL eat dioo\fmaﬁ;suble o et solewent 4, f admet

un Pmyname annulotena. SUNJE & aacine m‘m?ﬁu.

Exem?i"az 2.6¢
° une JHmE'me/s est diagenalisable caw annyle pax X1 = (X~1)(X+1)
« un Pcdzctemx P ot dicgmalicoble ca annufé poa X X= X(X-1)

o Un englemeplueme nilgpdert dio%cmo&xsg}:{e egx nul

Appiication &7  Lin endomenplusme de aong 1 efl  dhiogenahsable A et oulement @
Ao Trace Lok hon aulle,

-
\
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AFPﬁc&h‘W 2.8 [ Buznsidﬂj 3.3:‘7 G un .m—%rcu,PQ de GLn (€). & G ent d"(xPOSﬂlﬁ ﬁmJ’i_

N aleu & ext find.

¢

JuBidde

‘ ThEowme 3 1 [Dunford] et u un endloweerplilome tel que A, et Scinde dl Mj

2. Trigoncdisation des engomerphismes

Définition 2.9  Un endomeyplilsme eil dat rr.songj_{sgue AN exiske une bowe douy laquelle

A0, motTice edt ﬁianguﬁaue,

Exem:pﬂe 2.10 Tot «ndMOIPedmne nilpctent odwmet dovu une bade oaaprfe ung mat -

nte friongulaite thvickemert Aupariewte.

Théowl€me 2-11  led aSsontions _uiyenke: ont Equuralentes :
° U egt h‘is:nu,&isude
¢ Ty ~Aundé dang IK

+ U admet un pAlynBme onnulekan Sindé

(ocilaie 2.12 & I et algibuiquawent Cios aleu ot cnolowwerplusme ot triguolisable.

Caolleune 2.13 Seit u un endomaplusme de [(E) alou :
o la trace de u el o Somwe des valeww Paopas avee Lo muitiptic’

o le dehexminant de u edt e pacctuit des valews PP avee muttiplicitd

I . Applicabions

1. Application § I exponentielle matricielle
On a0 ploce das fe cacte K= €.

/

¥ I exishke un Unique Geuple (d,n) tdl que d diagenadisable, n ilpolent , o

¢ n cemmutent ¢ U = d+n. De plis, d e n seort de:{ﬁynenmen u.

Théméme 3.2 Sow des hypothése pagcEdlenter e admet pow decowposition de Dunted

et = cd + ed(ev -idE)

.

. 8 . ) |
Cowoliaie 3.3 L’ enclomeplie et diogpnalisoble, 4 e foufemernt &, e eut }

dic;%@"to.ﬁf&ahe :

Juswseddoanep

P



Théowime 3.4 TP 2ot endomaiplusme u invsibe , il exiske un unique polynSme

. - . Q) - = . s K. B
Q € ©LX el que 2 = . o zecuuie (T et gjoutty S.e.v axoklor opwes Do fewmue des

o Jerires Do chalines g Moskov

2, AppUications aux chaines de Tlooukov

Définition 3.5 Une motvice M € N, (R) et dire sTochashique & 4 Corfficients
14l

~omt & varews dors [0,1] et pox towt i € 2, mI, 2 g
u-:l

,"J' =L

Applicatian 3.6 Sait (X,), une choine de Tloakov de meswee initiole ¥, €t de
noyau de transition P € Jym(m). 5V, et la Qo de X, alow v, = ‘;G-,;"
et doue .0 Ow A un Pd:\jname. ormillotens de P, on pout u;n‘m:PhEivL Le

caleud de Vi,

Definition 3.# On oit que (Xn)p e P) et irdductible V"J €Lz, m37,

3nemN, qij > 0.

Thiowme 3.8 [ Perron - Frobenius ] St A une modrice irecluctible ef positive .
Alew o (4) ext une volew propae , e 4ow - @pate pacpae de dimensiow 1

Q.

i o

admetant un vecteun paopae sErickement Pr.m-h?; , _‘é

| ‘m

| 2

Application 3.9 S (X, )a et une chaline de Tlaakov aux L1, mJ de mesuwne | 1

initiale vy et de medrice P irrdeluctible, alou elle admer une unique metuge

invaaiante v J




